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В работе для достаточно широкого класса интегральных операторов типа 

свертки, порожденных обобщенным сдвигом (ОС), ассоцированным с дифферен-
циальным оператором Лапласа – Бесселя, устанавливаются весовые pL - оценки. 

Рассмотренный класс операторов содержит, в частности, сингулярные 
интегральные операторы, потенциалы Рисса, интегралы Пуассона, порожден-
ные ОС.  

 
Введение 

Настоящая работа является продолжением работы ([3]), в которой 
установлены двухвесовые оценки с монотонно возрастающими весами. 
Здесь рассматривается случай монотонно убывающих, а также произ- 
вольных весов из определенного достаточно широкого класса. 

В идейном аспекте настоящая работа примыкает к работе [2]. Отме-
тим, что многие обозначения и определения заимствованы из ([3]), и по-
тому будем ими пользоваться без оговорки. 
 

Оценки в терминах интегральных характеристик 
Пусть mR  - евклидово пространство размерности m  ( )2≥m , 
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ограниченно действующих из ν,pL  в ν,qL , 
где  
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При qp =  интеграл (А), вообще говоря, понимается в смысле глав-
ного значения (см.[4,5,8]). 

01 ) Всюду в дальнейшем, ∞<≤< qp1 , 0,0 >> αν  и они связаны соот-
ношением (К), 1)()( 1'1 =+ −− pp , а также =−+= )2( ανβ m  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

qp
m 11)2( 'ν  (тогда 1' >pβ ).Постоянные С, с различными индек-

сами, обозначают действительное число, зависящее от этих индексов, точ-
ное значение которого нам безразлично. 

При mk ,...,2,1= , )(, kp xA∗
ν  совокупность измеримых функций, 

суммируемых в р–й степени с весом ν2
mx  на множестве 
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),(, ξukp
∗Ω  неотрицательна, не убывает и неограничена, если 

)()( ,,
+∗∈ mpkp RLxAu νν . 

Исследование интегральных операторов в терминах Ω  харак-
теристик берет начало с работ [1,2]. 

Для каждого k ( mk ,...,2,1= ) +
mR  разбивается в прямую сумму про-

странств ., ,1,1 kkm RR − Так  что, если +∈ mRy , то ),,ˆ( kk yyy =↑  где 

kkkmk RyRy ,1,1 ,ˆ ∈∈ − , 
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При этом будем пользоваться также обозначениями 
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где  ν2=ka  если mk = , 0=ka  если )1(,1 −= mk и положим 

kk ab −= ν2 . 
 

Лемма 1. Пусть )(, kp xAu ∗∈ ν . Тогда 
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постоянная с не зависит от ξ,x  и t . 
 

Лемма 2 . Если )(, kp xJu ∗∈ ν , то 
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Докажем лемму 1. Пусть  0>ξ  и { }ξ≤∈ +
km xRx : . Простыми вы-

числениями получаем 

β

β
ξ

ξ
μ −

−

∗ +≤
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

++−
= ∫

−

'
'

'

,1

'

1
1

)(
)ˆˆ(

)ˆ(
),ˆ( p

m

kp
b

m

p

R
p

kkk

k
kk yxc

yyx
yd

yxA
k

km

. 

Применив теорему Фубини и затем неравенство Гельдера, с учетом 
последнего неравенства, получаем 
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Этим часть а) леммы 1 доказана. 
Применением неравенства Юнга ([9]), получаем  
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)ŷ(d)y,ŷ(u
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Применяя теорему Фубини и затем неравенство Минковского полу-
чаем 
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Отсюда, с учетом неравенства, полученного для ( )kk yuA ;,

∗∗
ξ , дока-

зывается б) Леммы 1 . 
Аналогичными рассуждениями доказывается часть с) леммы 1 и 

лемма 2. 
С помощью лемм 1 и 2 доказывается  
 

Лемма 3. Если )(,
+∗∈ mkp RJu  и ),( qpKA ν∈ , то для почти всех 

+∈ mRx  существует )()( xAuxv = , и имеет место оценка 
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где с не зависит от u и ξ . 
 

Ограниченность в пространствах с весом 
 

Введем множества ∗∗
kpN ,1 ,α  и пространства );(,

+
mkp RI α . 
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Справедливы следующие леммы. 

Лемма 4. Пусть ∗∈ 1Nα , 
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и соответствующие нормы эквивалентны. 



 24

Лемма 5. Пусть ∗∈ kp ,αα , тогда  
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В дальнейшем неоднократно будем пользоваться следующим обоб-
щением теоремы Харди : 
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то оператор А действует из ),(,
+∗
mkp RI ϕ  в ),(,
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mkq RI ψ  и ограничен. 

Лемма 4 позволяет сформулировать теорему 1 в терминах весовых 
ν,pL  пространств с монотонно убывающими весами. 

Теорема '1 .Пусть ),( qpKA ν∈ , ∗∈ 1, Nψϕ  и выполняется условие (I).  
Положим  
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Тогда оператор А действует из ( )+mkp RxL );(, ων  в ( )+mkq RxL );(1, ων  
и ограничен. 

Вышеприведенные рассуждения приводят к следующей теореме 
(см.[3]): 

Теорема 2. Пусть ∞<≤< qp1 , ),( qpKA ν∈  и { }mk ,...,1∈  и пара 
( )1,ωω  положительных убывающих функций 1,ωω  удовлетворяет усло-
вию   
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Тогда  для любой функции ( )+∈ mmp RxLu ),(, ων   )(xAu  существует 

для почти всех +∈ mRx  и имеет место неравенство 
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где с не зависит от ( )( )+∈ mkp RxLu ,, ων . 

Доказательство. Возьмем ( )( )+∈ mkp RxLu ,, ων .Существование 

)(xAu  для почти всех +∈ mRx  доказывается рассуждениями, проведенны-
ми в  доказательстве леммы 3 из [3]. 
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Прежде всего, отметим, что из ( 'ω ) следует справедливость сле-
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С учетом равенства 
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Учитывая условия ),( qpKA ν∈ и )( '
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Оценим )2(1i .Легко убедиться, что при { }τ≤∈ +
km xRx :  
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Положим  
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Тогда, в силу )( '
2ω  для пары ),( νμ  выполняется условие ( )∗X  и 

поэтому теорема ∗X  верна для νμ, и g .С учетом этого, получаем  

pp

k
apq

a

dttAtttci k

k

1

0
,2

11

1 )()()2(
'

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤ ∫

∞
∗+

+
+

τ
βω . 

И, наконец, простыми вычислениями, получаем  
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Также, с учетом условия ),( qpKA ν∈ и 
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Этим теорема полностью доказана. 
 

Двухвесовые pL  оценки 

Пусть ∞<≤< qp1 , { }mk ,...,1∈ . Обозначим через νω kqp ,,  совокуп-
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Отметим, что если αω tt =)( , βω tt =)(1 , 0>t , R∈β , то 

( ) νωωω kqp ,,1, ∈  тогда и только тогда, когда ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−∈= '

1
,

1
p

a
q

a kkβα . 



 28

С помощью простых  рассуждений, легко получаем  
Замечание 1. Пусть 1,ωω - положительные функции .Тогда :  

а) если 1,ωω  монотонно возрастают и выполняется  )(ω , то вы-
полняется )( ∗ω и  

( )∞∈∀>∃=∀ ,0,0,...,2,1 tcn n . )2()(1 tct n
n

−≤ ωω ; 

б) если ω  и 1ω   монотонно убывают и выполняются )( ∗ω , то вы-
полняется )(ω  и 

( )∞∈∀>∃=∀ ,0,0,...,2,1 ' tcn n  )2()( '
1 tct n

nωω ≤ . 
Из этого замечания в частности следует, что если  ω  и 1ω  монотонно воз-
растают (или же монотонно убывают) и удовлетворяют условию  )(ω  
(соот. )( ∗ω ), то  
                                 )(inf)(sup 1 τωτω

τττ jttjt
c

≤<≤<
≤ , 0>t .                              ( 'ω ) 

Замечание 2.  
а) если ω , 1ω  возрастают, то из (ω ) следуют )( ∗ω  и ( 'ω );  
б) если ω и 1ω  убывают, то из ( ∗ω ) следуют (ω ) и ( 'ω ). 

Эти рассуждения приводят к следующей теореме. 
 

Теорема С. Пусть ∞<≤< qp1 , { }mk ,...,2,1∈ , ),( qpKA ν∈  и 
),( 1ωω  пара положительных функций. Если  
1)  1,ωω  удовлетворяют условию ( 'ω ), 
2)  ),( 1ωω  νω kqp ,,∈ ,  

то для любой функции ( )( )+∈ mkp RxLu ,, ων  )(xAu  существует для почти 

всех +∈ mRx  и имеет место неравенство (О). 
Доказательство.  
Пусть )(, ωνpLu∈ .Существование )(xAu  для почти всех +∈ mRx  

доказывается по уже приведенной схеме. Положим  
{ }1

, 22: ++ ≤<= n
k

n
mnk xRI , ,...2,1=n . 

Применив неравенство Минковского, получаем  
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Оценим сверху 3i . Пользуясь рассуждениями, проведенными в до-

казательстве леммы 1, получаем  
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Аналогичными рассуждениями доказывается, что последняя оценка 
имеет место и для 1i . 

Оценим сверху 2i . 
Так как { } '

,
11

, 22: nk
n

k
n

mnk IxRI =≤<⊂ +−+ , с учетом ),( qpKA ν∈  

и условия ( 'ω ), получаем  
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Этим теорема доказана. 
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ЦМУМИЛЯШМИШ СЦРЦШМЯ ОПЕРАТОРУН ДОЬУРДУЬУ СИНГУЛЙАР 

ВЯ ЗЯИФ СИНГУЛЙАР ИНТЕГРАЛЛАР ЦЧЦН ЧЯКИЛИ  
ГИЙМЯТЛЯНДИРМЯЛЯР.II. 

  
С.К.АБДУЛЛАЙЕВ, Н.Р.КЯРЯМЯЛИЙЕВ 

 
АННОТАСИЙА 

 
Ишдя Лаплас – Бессел диференсиал оператору иля баьлы цмумиляшмиш сцрцшмянин 

(ЦС) доьурдуьу бцкмя типли интеграл операторларын кафи гядяр гениш синифляри цчцн 

чякили pL - гиймятляндирмяляр гурулур. Беля ки, ЦС–нун доьурдуьу Рисс потенсиалла-

ры, сингулйар интеграл операторлар вя Пуассон интеграллары бу синифляря аиддирляр. Чяки 
функсийалары ися мцяййян мянада дягиг олан шяртляри юдяйян бирдяйишянли мцсбят 
функсийалардыр.  

 
 

WEIGHTED ESTIMATION OF SINGULAR AND 
WEAKLY SINGULAR INTEGRALS GENERATED 

BY GENERALIZED SHIFT OPERATOR 
  

S.K.ABDULLAYEV, N.R.KARAMALIYEV 
 

ABSTRACT 
 

In this work weighted pL - estimations for sufficiently wide class of packet type 
integral operators generated by generalized shift (GS) associated with differential 
Laplas – Bessel operator are established. 

Considered class of operators contains particularly singular integral operators, 
Riss potentials, Puasson integrals, generated by (GS). 

 
 
 
 

 


